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7. METODOS ANALITICOS Y APLICACIONES

En los Capitulos precedentes evitamos referirnos a sistemas particulares, para subrayar que las
leyes de la Termodinamica no dependen de las propiedades de los sistemas y los procesos a los
que las aplicamos. Pero ese punto de vista necesariamente limita los ejemplos que se pueden pre
sentar. Ahora que hemos casi completado la fundamentacién de la Termodinamica, podemos
desarrollar las aplicaciones de las dos Leyes y mostrar algunos ejemplos.

En este Capitulo vamos a introducir nuevas funciones termodinamicas y mostraremos el empleo
de la técnica de la derivacién cruzada. Las funciones que vamos a considerar son combinaciones
de la energia interna con otras funciones de estado, y se eligen para facilitar el estudio de ciertas
clases de problemas. Las técnicas de derivacién cruzada permiten obtener facilmente relaciones
Gtiles entre las variables termodinamicas, como las relaciones de Maxwell. Estas relaciones son
consecuencia de los postulados béasicos de la Termodinamica y de que las funciones termodina-
micas son variables de estado.

Expresion combinada de la Primera y Segunda Ley
Recordamos la expresion combinada de la Primera y Segunda Ley (ec. 6.4):

s = ~ap+ L ay (7.1)
T

gue podemos también escribir en la forma

dE = TdS - pdV (7.2)

Estas ecuaciones valen para cualquier cambio de estado, sea 0 no reversible el proceso (pues nt
dependen de que se cumpldfi=dQ, /T y pdV =dW), porque la energia y la entropia son
funciones de estado y sus valores no dependen del proceso mediante el cual se lleg6 a ese estad
Podemos entonces utilizar estas ecuacisirepreocuparnosle la reversibilidad o no de los
procesos, porque valesiemprecon la Unica condicién que los estados inicial y final estén bien
definidos termodinAmicamente, o sea sean estados de equilibrio. Por supuesto, las ecuaciones
(7.1) y (7.2) se aplican unicamente cuando el trabajo es de compresion o de expansion. Veremos
oportunamente como se deben modificar para incluir otros tipos de trabajo y daremos ejemplos.

Definicién de nuevas funciones de estado

La Primera y Segunda Ley garantizan la existencia de dos funciones de estado: la energia y la
entropia, que dependen del estado del sistema y no de cémo se llego a él. Esta es una propiedax
de fundamental importancia y significa que para calcular la diferencia de energia interna (o de
entropia) entre dos estados de un sistema podemos utilizar cualquier proceso reversible
(fisicamente factible) que se nos antoje y que facilite los calculos, no importa cuan idealizado
sed. La diferencia asi calculada es la misma que se obtiene en cualquier otro proceso que
conecte los mismos estados, por complicado que éste sea. Tal cosa no ocurre ni con el trabajo ni
con el calor, que no son funciones de estado.

1 Por ejemplo, la ec. (7.2) nos dice gifese puede calcular considerando un procegaanstante seguido de un
proceso & constante, o viceversa.
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7. Métodos Analiticos y Aplicaciones

Las ecuaciones diferenciales (7.1) y (7.2) tienen como varialdeSwg V, mientras quey T

aparecen solamente en los coeficientes. No siempre estas variables son las mas adecuadas pat
resolver problemas. En la mayoria de los casos las variables “naturales” invalugrarn,

puesto que estas magnitudes se controlan mas facilmente en un experimento y se pueden medir
directamente. Es util entonces definir nuevas variables de estado, cuyas ecuaciones diferenciales
contengan variables mas convenientes del punto de vista practico. Buena parte de la Termodi-

namica consiste en la busqueda de funciones de estado utiles.

La entalpia

La ecuacion (7.2) para tiene como una de las variables independientes el volumen, pero a ve-
ces es mejor tener como variable independiente la presion en IMgaEste se logra definiendo
una nueva funcién de estadollamadaentalpig del modo siguiente:

H=E+ pV (73)

Puesto qué&, py V son funciones de estadd,también lo es. Para un proceso reversible, la Pri-
mera Ley se escribéE = dQ, — pdV . Si diferenciamos la (7.3) y reemplazand@&spor esta ex-
presion resulta

dH = dQx + Vdp (7.4)

Usando la Segunda Ley en la foraf@, = 7dS en (7.4) resulta

dH = TdS + Vdp (7.5)

que es la ecuacion diferencial para la entalpia.

La entalpia es util en problemas que involucran cantidades de calor (por ejemplo calores de reac-
cion o capacidades calorificas) cuando la presion es una variable importante. El calor no es una
magnitud facil de manejar porque no es una funcion de estado, y entonces no tenemos la libertad
de imaginar a nuestro antojo caminos idealizados para determinarlo. Conviene entonces rela-
cionar las cantidades de calor que nos interesan con funciones de estado, porque las variaciones
de funciones de estado si se pueden calcular usando cualquier proceso idealizado que se nos ocu
rra. Por ejemplo, de la ec. (7.4) y de la definiciébn de capacidad calorifica dada por la ec. (4.10)
encontramos que la capacidad calorifica a presion constante es

o), 12),

Puesto queC, es la derivada de una funcion de estado, es también una funcion de estado.
Observando la (7.4) vemos que en un proceso a presion constalnéei¢o el segundo término
del miembro derecho es nulo, e integrando obtenemos (el significado del sulpsesiiovio)

AH =0, (7.7)

Luego, para procesos isobaricos podemos estudiar los efectos calorificos usando la entalpia.
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Los procesos a volumen constante no son tan comunes en los experimentos como 10s procesos ¢
presion constante, pero si estamos interesados en procesos a volumen c@wtan®g, las
ecuaciones analogas a (7.6) y (7.7) son:

(%), (),
y
AE = Oy, (7.9)

Vemos que la energia interna y la entalpia juegan roles similares en los procesos a volumen
constante y a presion constante, respectivamente.

Como ejemplo del uso de la funcion entalpia vamos a considerar la relacié@ gwti@, . Para

ello diferenciamos la ec (7.3) para obtener

dH = dE + pdV +Vdp (7.10)

Ahora bien, para la mayoria de los fluidos simples basta especificar dos variables para determi-
nar el estado del sistema (porque hay una ecuacién de estado para la Unica especie presente). S
elegimos como variables independient&syal, podemos expresdE en la forma

dE <[ PE\ ar [ E) av —car+ (£ av (7.11)
T}, ), ),
Sustituyendo esta expresion en la ec. (7.10) resulta
oE
dH = C,dT +Vdp + | p+|—| |dV (7.12)
v,
Si ahora dividimos pad Ty consideramos procesos a presion constaifste: () obtenemos
oE 4
C,=Cy+|p+|— — 7.13
=G+ |p (W)T (aT)p (7.13)

Hasta aqui sélo usamos la Primera Ley. Veremos mas adelante que si usamos también la Se-
gunda Ley podemos avanzar mas y exprégar d/); en términos de propiedades que se mi-

den mas facilmente.

Sucede que para muchos gaé&s/ V), es despreciable frentepaen ese caso la ec. (7.13)
expresa la diferencia enti®, y G, en términos de cantidades que se pueden obtener a partir de

la ecuacion de estado. Luego, si medirasy la ecuacion de estado, no hace falta mégirlo

que es harto dificil de hacer para un gas.

La energia libre o funcién de Helmholtz

La energia libre(también llamad#&uncion de Helmholjzes una funcién de estado que se utiliza
en problemas en quey V son las variables naturales. Se define como
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F=E-TS (7.14)

Podemos escribir la expresion combinada de la Primera y Segunda Ley en térniiRoPale
definicion:

dF = dE - TdS - SdT (7.15)

y sustituyendo la expresion d& (ec. (7.2)) encontramos

dF = -SdT - pdV (7.16)

gue muestra que las variables independientes explicitas de la funcién de Helmh®dliz\son

Esta funcion es especialmente Util para estudiar procesos a volumen constante o a temperatura
constante. Para procesos isotérmidds= — pdV de modo que la variacion de la funcién de
Helmholtz es igual al trabajo reversible. Por este motivo también se lafllaoidn trabajoy en

algunos textos se la designa con el simBaldel aleman “Arbeit”, que significa trabajo).

La funcion de Gibbs

La funcion de Gibbises una funcion de estado que se utiliza en problemas éhygpieson las
variables naturales. Se define como

G=E+pV-TS=H-TS (7.17)

La ecuacion diferencial para la funcion de Gibbs se deduce de manera anéloga al caso de la fun-
cion de Helmholtz y resulta

dG = -SdT + Vdp (7.18)

Puesto que las variables independientes que figuran en la ec (7.18) gola funcién de Gibbs
es de utilidad para estudiar procesos isotérmicos y/o isobaricos.

Potenciales termodinamicos o funciones caracteristicas

Las cuatro funciones de estadws,V), F(T,V), G(T,p) y H(S,p) que definimos hasta

ahora se denomingrotenciales termodinamicastambiérfunciones caracteristicgsues tienen

la propiedad de qus se las conoce en funcion de sus variables natyral@encedodas las
propiedades termodinamicas del sistema se pueden calcular por simple diferen@atiém-

bargo, si conocemos un potencial como funcién de variables que no son sus variables naturales,
no podemosbtener el resto de las propiedades termodinamicas por simple derivacion: hace falta
hacer integraciones, lo que introdummnstantes de integracion desconocid@ara quee sea

una funcion caracteristica la tenemos que conocer como func®y deque son sus variables
naturales. Lo mismo vale pafaG y H en relacidén con sus respectivas variables naturales.

Las definiciones que hemos dado pueden parecer algo arbitrarias, lo cual en cierta medida es
verdad. Se han introducido y usado otras funcibi@empre y cuando las variables indepen-

2 En homenaje a Josiah Willard Gibbs (1839-1903) cuyos trabajos sobre la teoria termodinamica transformaron la
Fisicoquimica de una ciencia empirica a una ciencia deductiva.
% Ver por ejemplo H. B. Callefermodinamicadonde el tema se discute con amplitud.
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dientes explicitas de la funcién correspondan a las variables naturales del sistema que estamos
estudiando, esa funcién es conveniente para estudiar el sistema.

Hay un método general llamattansformacién de Legendpie permite construir nuevas fun-

ciones de estado del tipo que se desee. Sea una funcion de gstata, y) de dos variables

de estadq, y, que satisface la relacién

df = udx +vdy (7.19)

dondeu y v son también variables de estado. Supongamos que queremos modificar nuestra des-
cripcion del sistema, pasando a describirlo mediante una fugcioa(u, y) que satisface una
relacion similar a la (7.19) en términosdiey dy. La manera de hacerlo es definir

g=f-ux (7.20)

y se verifica facilmente qugsatisface la relacion

dg = —xdu + vdy (7.22)

Volviendo a las funciones caracteristidass, V), H(S, p),F(T,V)y G(T, p), recordamos las
cuatro correspondientes expresiones diferenciales de la Primera y Segunda Ley:

dE = TdS - pdV (7.22)
dH = TdS + Vdp (7.23)
dF = -SdT - pdV (7.24)
dG = -SdT + Vdp (7.25)

Observemos de paso, que cualquiera de las relaciones (7.22)-(7.25) se puede reordenar algebrai:
camente para obtener otras funciones caracteristicas. Por caso, se puede siempre (en principio)
resolverE = E(S,V) para obtener, digamos,= S(E,V), de modo qu&es la funcién caracte-

ristica para energia y volumen, asi cdes la funcion caracteristica para la entropia y el volu-

men.

Como ejemplo del uso de los potenciales termodindmicos, vamos a calcular las propiedades de
un sistema suponiendo que se nos ha dado la funcion de Helmhpliz).

Las propiedades que queremos encontrar son: la energia, la entropia, la presion, las capacidade:
calorificas a presion y a volumen constante y las propiedades termomecénicas (compresibilidad
y coeficientes de expansion térmica a presion y volumen constante), en términos Unicamente de
F y de sus derivadas respectoldgV.

De la ecuacién diferencial (7.24) paf4qT,V) obtenemos en seguida las expresiones para la
presion y la entropia:
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Puesto que por definiciéf = F + TS, resulta

E=F—TFEJ (7.27)
T},

Si diferenciamos esta expresion respect® @&V constante) obtenemds; :

OF [ 92F )
=), =),

El calculo deC), es algo mas complicado. Partimos del resultado (7.13) ya obtenido:

JoE av
C, =G — — 7.28
p=rt P+((W)T ( )p ( )

aT

Aqui

LLCh I —T—i-ﬁ% (7.29)
(aV)T"(aV)T aV(aT vy '

Resta calculatdV’/dT),, en términos d€& y sus derivadas. Para llegar al resultado primero te-
nemos que encontrar una expresion(@é/J7’), en la cuaV y T sean las variables indepen-
dientes en lugar dey T. Esto se logra escribiendo la identidad

dp=(07—p) dT+(‘9—p) av (7.30)
ar), v ),

Suponemos ahora que la presién se mantiene constante, elste @sy resolvemos algebrai-
camente pargdV’ /dT’) ,. Resulta:
B
ar},

(ﬂ) __
JaT » (é’p
v,
Finalmente, sustituyendo (7.29) y (7.31) en (7.28) y usando la primera de las (7.26) obtenemos

(o) |

&T(&V)TV (9°F)
(2F\  \ar?) |
LaVZ

(7.31)

-

Cp=T (7.32)

El coeficiente de compresibilidadl,; se define como
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1(oV
Kr=-—| 2 7.33
T V(&p)T (7.33)

La (7.33) se evalta invirtiendo la derivada y luego usando la exprespdatta por la (7.26).
El resultado es:

KT = - 1 = 1 (7 34)

pY (92F)
V(W)T \av2).

El coeficiente de expansion térmica a presion constemtdefine como
1V
a,=—|— 7.35
P V( aT)p (7.39)

Usando la (7.31) y la primera de las (7.26) resulta:

()
o er\ar)y,
a, =-L 1 (7.36)
[ 92F)\

o),

Por ultimo elcoeficiente de expansién térmica a volumen constantiefine como

1 (dp
=—| = 7.37
o p( aT)V (7.37)

y su expresion en términos de la funcion de Helmholtz es:

a(&F)
aT\ v ),

L T (7.38)

oy = —
t
v},

Este ejercicio muestra que si conocemos la funcion de Helmh¢lz/) para un sistema, en

todo un intervalo de temperaturas y volimenes, entonces podemos calcular todas sus propieda-
des termodindmicas en ese intervalo. Sin embargo, debe quedar claro que no se puede determina
la funcién de Helmholtz a partir de la sola Termodinamica. Es preciso calcularla teéricamente a
partir de alguna teoria de la materia, o bien determinarla empiricamente realizando mediciones
sobre el sistema. Pero una vez que de alguna forma la llegamos a conocer, entonces podemos
calcular a partir de ella todas las demas propiedades termodinamicas. Es sencillo desarrollar un
programa similar para las otras funciones caracteristicas.
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Derivacion cruzada y relaciones de Maxwell

La técnica de la derivacion cruzada se basa en que cuando calculamos la derivada segunda mixte
de una funcién de estado con respecto de sus variables, no importa el orden de derivacion. Esto
es, sif = f(x,y) es una funcién de estado de las variabkeyg, se cumple

i(i) _ i(i) (7.39)
dy\dx) ax\dy) , '
Consideremos la expresion die
(& g
df _(ﬁx)ydx+(o7)/)xdy (7.40)
La ec (7.40) se puede escribir en la forma
df = M(x,y)dx + N(x,y)dy (7.41)
donde
of of
M(X,y)=|— , N(Xx,y)=|— 7.42
o =(5) o Nen=(] (742)
Entonces la (7.39) es equivalente a
GRE
) \xJ,

Este resultado nos permite obtener las cuatro relaciones de Maxwell, que vinculan derivadas de
la entropia con propiedades termomecanicas. Aplicando la (7.43) a (7.22)-(7.25) se obtiene:

M-1 (%)S _ _(j—g)V (7.44)
M-2 (%) - (%) p (7.45)
M-3 (%)T _ (%)V - pay (7.46)
M-4 (%)T _ _(%)p - Va, (7.47)
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Estas son las relaciones de Maxwell. Es facil obtener otras relaciones del mismo tipo resolviendo
primero en forma algebraica las ecs. (7.22)-(7.25) para una de las otras funciones de estado, por
ejemploS, V, etc., y luego calculando las derivadas cruzadas. Pero las cuatro relaciones que
dimos son las mas utiles.

Aplicaciones de las relaciones de Maxwell

Daremos cuatro ejemplos que muestran como se usan las relaciones de Maxwell para simplificar
calculos termodinamicos.

Calculo de variaciones de entropia

Consideremos la variacion de entropia que acompafa una variacion de temperatura y volumen
de un fluido simple:

as = B) ar+[ ) av = Gar+ (B av (7.48)
T ), ), T v ),
Usando la tercera relacion de Maxwell obtenemos
CV &p
dS=—"-dT +|—=| dV =C,d(InT)+ paydV (7.49)
T oT V

Luego, si conocemos§;,(7,V) y la ecuacion de estado, se puede obtener la variacion de entro-
pia por integracion. Para un cambio desde un estado 1 a un estado 2 se tendra:

S-S-= fTTf Cud(nT) + f;’f por, dV (7.50)

La primera integral se calcula al volumen constdftg la segunda a la temperatura constante

T, (o viceversa, se calcula la segunda integrBl wala primera a’,). En realidad veremos en el
siguiente ejemplo que si se conoce la ecuacion de estado no hace falta tener un conocimiento
completo deG, (7,V).

Antes de mostrar como calcular la dependenci@denV a partir de la ecuacion de estado,
conviene mencionar que el método que usamos aqui se puede aplicar para calcular la variacion
de cualquier funcién de estado. Ademas, las variables independientes no nece3itarVser

como en el ejemplo, sino que puedenTsgip o bienpy V.

Dependencia de la capacidad calorificaen py V

Podemos usar las relaciones de Maxwell para vincular la variacion de la capacidad calorifica con
la presion y el volumen, con las propiedades termomecanicas del sistema. Por ejemplo, de

ds
G = T(E)V (7.51)

obtenemos
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() el 2(5)] ool 2(2)
o), |v\ir), o\ v ),

donde aprovechamos qGes una funcion de estado para intercambiar el orden de derivacion.
Usando la relacién M-3 resulta

(7.52)

T 4

G\ _ *p)
(TVV)T_ L&TzJV (759

Una deduccion semejante permite obtener con la ayuda de la relacion M-4

(9Cp) (921

L pa )T =_TL07?JP (7.54)

La ec. (7.53) (o la (7.54)) establece que si conocetho® C),) en un punto de una isoterma,

podemos obtener su valor en cualquier otro punto de esa isoterma si tenemos datos de la

ecuacion de estado. Por ejemplo podemos obtener de la (7.53)

Vo,

(ﬂ) v , (T=cte) (7.55)
%

(©)2- (G =T J 2

Vi

En general la integral se tendré que calcular numeéricamente. Un resultado analogo se obtiene
paraC,.

Calculo de variaciones de temperatura

Las relaciones de Maxwell se pueden usar para calcular las variaciones de temperatura que
acompafan un cambio de estado. Vamos a considerar tres tipos de procesos:

* aentropia constante,

* aenergia constante, y

* aentalpia constante.

El procedimiento es el mismo en todos los casos: (a) se escribe una ecuacion diferencial para la
magnitud que se mantiene constante, y se iguala a cero su diferencial, (b) se resuelve algebrai-
camente la ecuacion resultante pdifgy (c) se usa una relacion de Maxwell para obtener un re-
sultado final que involucre solamente capacidades calorificas y datos de la ecuacién de estado.

Procesos a entropia constante

Un ejemplo practico de proceso a entropia constante es un cambio de estado adiabatico y rever-
sible. Clarament@ ser& siempre una variable independiente, pero segun el problema de que se
trate la segunda variable independiente ¥evg. Comenzamos eligiendé como segunda va-

riable independiente y escribimos

dS=(O7—S) dT+(ﬁ) dv (7.56)
ir), ).
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luego imponemos la condiciéS = 0 y obtenemos

)
av
(ﬂ) __\y (7.57)
)
ar},
pero(dS/dT), = G,/ T; entonces usando la relacion M-3 obtenemos:
(ﬂ) _ _i(a_l?) __play (7.58)
V) G \dT}/, Gy

También se podria haber llegado rapidamente al resultado partiendo de la primera relacién de
Maxwell M-1

La ec. (7.58) se puede integrar (eventualmente en forma numeérica) si con@gesntzs ecua-

cion de estado. Si las variaciones de temperatura y de volumen son pequefias podemos escribir la
(7.58) en forma aproximada como:

pTay

ATg = _l(@) AVg = -
\Y

AV 7.59
c s (7.59)

Si elegimos en lugar d&/ como la segunda variable independiente el procedimiento es com-
pletamente anélogo, y lo dejamos como ejercicio para el lector. El resultado es:

(ﬂ) e (7.60)
ls  Cp

qgue, si las variaciones de temperatura y de volumen son pequefias, se puede escribir en forma
aproximada como:

VTap
C

p
Este resultado también se puede obtener a partir de la segunda relacion de Maxwell M-2.

Procesos a energia constante

Un proceso adiabatico en el cual no se realiza trabajo es un ejemplo de proceso a energia cons-
tante. Tal vez el caso méas conocido sea la expansion libre de Joule, que ya discutimos en el Ca-
pitulo 6. Elegimos/ como la segunda variable independiente puesto que es una variable inde-
pendiente natural paB y escribimos:

dE=(ﬁ) dT+(@) dv (7.62)
ir), ),

luego imponemos la condici®¥ = 0 y obtenemos
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),

(7.63)

oT

donden es elcoeficiente de JouleSi recordamos qUEIE/ JT), = G, la (7.63) se escribe

1 (JE
__ 7.64
n G (W)T (7.64)

Hasta aqui s6lo usamos la Primera Ley, pero para exgi@sa#l’); en forma conveniente te-
nemos que usar también a la Segunda Leydbe TdS - pdV obtenemos

() {2 - oo

Usamos ahora la tercera relacion de Maxwell y obtenemos finalmente

n=ap(l—TaV) (7.66)

que es el resultado buscado. Es facil vergue) para un gas ideal (usangd” = nRT).
Si las variaciones de temperatura y de volumen son pequefas, se puede escribir en forma apro-
ximada que:

ATg = ap(l— Tony ) AV = nAVe (7.67)

Si comparamos este resultado con la ec. (7.59) vemos que la Unica diferencia es la presencia del
término pAV /G, cuyo numerador es el trabajo que aparece en el ambiente durante el proceso
isoentrépico (no aparece trabajo en el ambiente en el proceso a energia constante). Este término
adicional es positivo y por lo tanto la caida de temperatura es mayor en el proceso isoentropico.
Esto era de esperar, pues el trabajo que aparece en el ambiente se hace a expensas de la enerc
interna del sistema.

Procesos a entalpia constante

Conviene primero describir un dispositivo que permite realizar un préssatalpico puesto

gue hasta ahora no estudiamos procesos de esta clase. El ejemplo mejor conocido es el de la ex
pansién de Joule-Thomson, que consiste en permitir que un gas que se encuentra inicialmente en
un recipiente se expanda en otro recipiente vacio pasando a través de una valvula que produce ur
estrangulamiento (en el experimento original habia un tapén poroso que separaba ambos reci-
pientes) que obliga al gas a fluir muy lentamé&rge el flujo es suficientemente lento, tanto el
gasdelantede la valvula como el gatetrasde la valvula tienen presiones y temperaturas bien

* Este efecto, descubierto en 1852, constituy6 la base de la industria de la refrigeracion que se desarrollé en la
segunda mitad del siglo XIX.
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definidas. El dispositivo opera de forma de tener un flujo constante, bajo condiciones adiabati-
cas, y se miden las temperaturas y presiones iniciales y finales.

A primera vista pareceria que no po-
demos aplicar consideraciones termo-

Py L

vV dindmicas a este proceso, pero en rea-
1 . . .,

T lidad lo podemos hacer si la expansion
1

se produce con suficiente lentitud y si
elegimos adecuadamente el contorno.
Vamos a elegir un contorno imagina-
rio que encierra una masa fija de gas.
Esa porcion de gas ocupa el volumen

(a) Estado inicial

P, V, y tiene la temperaturd; y la pre-
Vv, sion p, cuando se encuentra en el
T, primer recipiente, antes de pasar por la
valvula. Al final del proceso, luego
(b) Estado final que ha atravesado la valvula, esa masa

de gas esta en el segundo recipiente y

Fig. 7.1. Esquema idealizado de la expansion de-Joufe P2 el volumerr; y tiene la tempe-

Thomson. Todos los limites son adiabaticos. ratura 7, y la presion p,. En conse-
cuencia el cambio de estado de nuestra

porcion de gas se puede indicar simbdlicamente cgmd/{, 7;) =( p,, V>, ;). Las cantidades

que se miden sop, - p; Y ¥, = V;. Imaginemos ahora que llevamos a cabo el mismo cambio

de estado con el dispositivo (idealizado) de la Fig. 7.1, consistente en un cilindro con un tapon
poroso y dos pistones, el izquierdo que empuja el gas mientras el derecho se va retirando a fin de
obligarlo a pasar a través del tapdn poroso. Puest@gue tendremos quel\E = -7, es decir

Ey - E; =—-(pVy - pi) (7.68)

que se puede escribir, recordando la definicién de la entalpia (ec. (7.3)), como

H2=Hl

Por lo tanto en este cambio de estiadentalpia se mantiene constante

El célculo es ahora analogo al que vimos recién cuando estudiamos el coeficiente de Joule, ex-
cepto que ahora la segunda variable independieqtersugar de/, puesto que es una variable
independiente natural parh El resultado del experimento se suele resumir en la cantidad

= (%)H (7.69)

gue recibe el nombre deeficiente de Joule-ThomsdEscribimos

dH=(ﬁ) dn(ﬁ) v (7.70)
aT p )y

y comodH =0 resulta (recordando qu&, = (dH /JT),) que
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o
B

Hasta aqui solo usamos la Primera Ley, pero para obtefieéwp), en términos de la ecuacion
de estado hace falta usar la Segunda Ley. De la ecuacion diferencial para la entalpia (ec. (7.5))
encontramos

3,13,

y usando la cuarta relacion de Maxwell M-4 obtenemos una expresidardg&rminos deC, y
la ecuacion de estado:
T(ﬂ) v
oT
p

Es facil verificar queu = 0 para un gas ideal. SAT y Ap son pequefios podemos escribir la
siguiente expresion aproximada pava:

_ CLP(Tap -1) (7.73)

‘LL=

L
CP

v
ATy = < (Tap - DApy = uapy (7.74)
p

De nuevo es interesante comparar este resultado con la formula (7.60) que da la variacion de
temperatura en un proceso isoentropico. La Unica diferencia es la presencia del témiidip

en la (7.74). Puesto qUey (dV'/dT), son siempre positivos el signo ddg es el mismo que el

de Aps, luego en una expansion isoentropica la temperatura disminuye siempre. Esto no es
cierto en un proceso isoentalpico, puepuede ser positivo, negativo o nulo, segun sea la
relacion7a , : 1. Los tres casos se han observado experimentalmente.

Comentarios

Los pasos que seguimos para calcular analiticamente los varios cambios de temperatura tienen
interpretaciones fisicas que vale la pena comentar, pues permiten aclarar las técnicas que se usat
en Termodindmica. Los procesos reales que ocurren en el laboratorio son casi siempre irreversi-

bles, y el célculo termodinamico no intenta (y no puede) seguirlos en sus detalles. Lo que se hace
es observar los estados inicial y final, y se inventa un proceso reversible que produce el mismo

cambio de estado. El célculo en si es sencillo, las mayores dificultades conceptuales estan en la
eleccién del proceso equivalente. Por ejemplo, la ec. (7.62) corresponde a un proceso reversible
gue consta de dos pasos y que produce el mismo cambio de estado que la expansion libre de
Joule, que es altamente irreversible. Uno de los pasos se efectla a temperatura constante y el otre
a volumen constante. Vemos asi que parte de la técnica consiste en usar procesos reversibles
ideales equivalentes, que se usan porque a lo largo de ellos el estado del sistema esta siempre
bien definido termodindmicamente. La otra parte de la técnica es, por supuesto, el uso de funcio-

nes de estado, sin cuya existencia seria inutil inventar procesos equivalentes.
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Relacion entre las capacidades calorificas

Vamos a mostrar ahora que usando las relaciones de Maxwell se puede expresar una capacidac
calorifica a partir de la otra, en términos de la ecuacion de estado. Ya consideramos este pro-
blema cuando hablamos de la entalpia y adelantamos todo lo posible en base a la Primera Ley.
Entonces obtuvimos la ec. (7.13) que ahora reproducimos:

» +(%)T (ﬂ)p (7.75)

oT
Se observa que en el primer miembro figuran esencialmente cantidades de calor, mientras que en
el segundo miembro aparecen cantidades de trabajo debido al aumento de temperatura a presior
constante. El término que viene ples el trabajo necesario para empujar la atmosfera exterior
cuando el volumen aumenta @, y el término que viene d@E/ V), se puede interpretar
como una suerte de “trabajo interno”.(3E/dV); =0 la (7.75) se puede usar para calcular el
equivalente mecanico del calor a partir de los calores especificos y la ecuacién de estado del gas.
Esto fue hecho por la primera vez por J. R. Meyer algunos afios antes de los experimentos de
Joule con el dispositivo de paletas, pero su célculo indirecto no tuvo gran repercusion en su mo-
mento. La formulacion de la Primera Ley resulté convincente sélo después de los experimentos
laboriosos, pero directos, de Joule.
Volviendo a la relacion entr€’, y G, para lograr nuestro objetivo tenemos que usar la Se-
gunda Ley para calculdwE/dV);. Usamos la ec. (7.65) y la tercera relacion de Maxwell (M-3)
para escribir

Cp_CV=

oE aS ap
Z) =7 —p=T|E| —p=T - 7.76
(W)T (‘W)T p (aT)V p=Tpay - p (7.76)

y obtenemos finalmente

aS av
C,-CG =T|—| | =| =pVTa,a 1.77
=G =1(35) (57) = rmee 7.7

Para un gas ideal resulg, - G, = nR.
El mismo resultado se podria haber obtenido directamente usando la Primera Ley y escribiendo

as=( ) ar+( ) av (7.78)
or), ),

Si dividimos ahora padT e imponemos la condiciop = cte. resulta
(aS) =((9S) +(0’)S) (aV) (7.79)
JaT JaTr 44 JaT
P 4 T P

que equivale a la ec. (7.77).
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El Unico inconveniente de comenzar una deduccién a partir de la Segunda Ley es que a veces el
resultado buscado no depende en realidad de la Segunda Ley. Si bien conseguiremos el resultadc
correcto, podemos formarnos una idea equivocada aceroagdi de ese resultado.

En las Secciones siguientes veremos dos ejemplos mas: el primero consiste en demostrar la
identidad de la escala de temperatura termodinamicen la escala de temperatura de los gases
ideales#; el segundo es una deduccion de la ecuacion de estado adiabatica de un gas ideal y lo
presentamos para mostrar de que se trata de un resultado independiente de la Segunda Ley, :
pesar que muchas de las deducciones que se suelen dar la invocan.

Identidad de las escalas de temperatura de los gases ideales y termodinamica

Recordamos que la ecuacion de estado de un gas idg&l€aR6 (ec. (3.4)). Puesto que para
muchos gases, la cantidégE / V), es muy pequefia, se suele incorporar a la definicion de gas
ideal la propiedaddE/ dV'); = 0. La definicion completa de gas ideal es pues

pV =nRO (ﬁ) =0 (7.80)
v 0

donde usamos el subscriie@n vez del para ser consistentes. La primera de estas ecuaciones
define la escala de temperatura de gas ideal, y la segunda nos dice que la energia interna de ur
gas ideal depende solamente de la temperatura y es independiente de su volumen. Por lo que
atafie a la Termodinamica pura, estas dos ecuaciones expresan hechos independientes y no s
pueden deducir la una de la otra.

La escala termodinamica de temperatura es independiente de las propiedades de cualquier sus-
tancia. La razén de temperaturas en esta escala se define como

h_ 9 (7.81)
L O

donde O, y O, son las cantidades de calor intercambiadas por un motor reversible que opera
entre esas dos temperaturas. Esta escala no es conveniente del punto de vista practico pues ser
en extremo engorroso construir un motor reversible y medir con precision las cantidades de calor
intercambiadas por el motor con las fuentes. Queremos ver, por lo tanto, que relacion hay entre
los nimeros asignados a las temperaturas en esta escala con aquellos de la escala de un termc
metro de gas ideal, que es una escala mas préctica.

Para esto escribimos las ecs. (7.80) en términos de la escala termodinamica:

pV=nf(T) (Z—i) =0 (7.82)
T

Aqui f(T) es una cierta funcion de Nuestro problema es encontrar la funciéa f(7)/R
gue nos da la relacion entre ambas escalas.
Partimos entonces de propieda' / V' ); = 0 y usamosdE = TdS - pdV para escribir

(%)T _ T(j—i)T _p=0 (7.83)
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Podemos usar ahora la relacion de Maxwell M-3 y una identidad matematica para obtener:

(), A3, sl o
v T oT y Jor\T ”
gue nos dice que para un gas ideal debe valer la relacién
i(ﬁ) _0 (7.85)
Jdr\T ”

Luego el cocient®/T es independiente de la temperatura (a volumen constante), de modo que
podemos escribir

P _
7 =&0) (7.86)

dondeg es una cierta funcion (desconocida) del volumen. Sustituyprdinla (7.82) en la
(7.86) y reordenando, obtenemos

£(T) _Ve(r) 7.8
T n

El primer miembro de esta ecuacion es funcion séld gesl segundo es funcién soélo We
Luego, la Unica forma de satisfacer la ec (7.87) es que ambos miembros sean iguales a una
constante, que podemos llamir. PeroVg(V)/n=pV/nT = RO/ T por la (7.82) y la (7.86).
Tenemos entonces que

S _RO_ (7.88)

T T
y por lo tanto la relacién entre las dos escalas de temperatura es:

RO=R'T (7.89)

Si ahora definimo® y T de manera que concuerden para una temperatura (por ejemplo, si
elegimos el punto triple del agua como 273.16° en ambas escalas), eRgné&son idénti-

cos, YTy 6 son idénticas patadaslas temperaturas.

Un gas ideal cumple entonces la ecuacion de estado

pV =nRT (7.90)

dondeT es ahora la temperatura termodinamica. En otras palabras, la ec. (7.90) equivale al con-
junto de ecuaciones (7.82).

Acabamos de probar la equivalencia en un sentido. Dejamos como ejercicio para el lector mos-
trar la equivalencia en el sentido contrario, es decir mostrar que si se cumple la ec (7.90) enton-
ces(dE/dV)p =0,
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La equivalencia de las escalas de temperatura termodinamica y de gas ideal es de gran importan-
cia practica pues proporciona un buen método experimental para determinar la primera. El ter-
mometro de gas, dentro del rango de temperatura en que se lo puede usar (que no puede ser n
muy alta ni muy baja debido a limitaciones practicas de construccion y de precisién de las medi-
das), es el mejor dispositivo conocido para medir temperaturas termodinamicas. Pero esta equi-
valencia no es de gran importancia teorica, y la Termodindmica no sufriria mucho si los gases
ideales no existieran. Si hubiera una forma practica de implementar un ciclo reversible y medir
con exactitud las cantidades de calor que se intercambian en el mismo, entonces el termémetro
de gas quedaria relegado a ser una curiosidad historica.

La ecuacion de estado adiabatica

La ecuacion de estado ordinaria expresa una relaciongMneT. La ecuaciéon de estado adia-

batica es una relacion especial entre esas variables que se cumple para procesos adiabaticos
Vamos ahora a deducir la ecuacion de estado adiabatica, dada la ecuacion de estado ordinaria.
Tratandose de un proceso adiabético reversible conviene comenzar por escribir la condicién
dS =0 en la forma

as = (B ar+[ B av - Gdanry+ (L) av -0 (7.91)
ar), v ), ar ),

donde en el Ultimo paso usamos la relacion M-3. P&roJT'),, se puede calcular como funcion
deTyV si se conoce la ecuacion de estado; yse puede determinar por completo a partir de la
ecuacion de estado, si la conocemos como funciéh piera un valor dado del volumen. Si
sustituimos esas relaciones en la (7.91) resulta una ecuacion diferericiaMeque se puede
integrar, eventualmente en forma numérica, y el problema queda, en principio, resuelto.

Para obtener un resultado forma cerrada, consideremos el caso especial de un gas ideal. Entonce
de la ec. (7.90) obtenemos de inmediat®/ dT), = nR/V y la ec. (7.91) toma la forma

C,d(InT)+nRd(InV)=0 (7.92)

Para integrar esta ecuacion precisamos conge€f) (recordemos qué&;, no es funcion d&/
para un gas ideal). Pero frecuenteme@je= cte. es buena aproximacion y en ese caso la ec.
(7.92) se integra de inmediato y se obtiene

VT&/ R _ cte. (7.93)

Esta es la ecuacion de estado adiabética para un gas ideal, como funcion expligitaydeara

6y =G,/ n=cte.

Pareceria que la ec. (7.93) depende de la Segunda Ley de una manera fundamental, puesto qut
en la anterior deduccién la invocamos varias veces. Pero un examen mas cuidadoso muestra que
no es asi y que en realidad la ec. (7&33)ndependientde la Segunda Ley.

Para ver esto claramente repetiremos la demostracién partiendo solamente de la Primera Ley y
usandod en lugar d€l (pues la definicion d& depende de la Segunda Ley). Para una expansion

0 compresion adiabatica reversible, la Primera Ley se escribe

dE = —pdV (7.94)
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un resorte, etc.. Es facil generalizar nuestras formulas para el caso en que varios pares de varia-
bles mecénicas estan presentes.

Nos ayudaremos mediante una técnica mnemonica basada en la Fig. 7.2. Las cuatroMariables

S, p y V se encuentran en los vértices del cuadrado y los cuatro potenciales termodinamicos
asociados estan en los lados, de modo que las variables naturales de un dado potencial le sor
adyacentes. Las flechas relacionan las otras variables con las derivadas parciales del potencial, y
la direccion de las flechas indica el signo. Por ejemplo

=-p , etc. (7.99)
T

T : T ()

s ), v
Las flechas indican también la naturaleza de las varias
relaciones de Maxwell, por ejemplo

(ﬂ) =-(§) , eftc. (7.100)
JoT » )y

En este caso las flechas conectan el numerador de la
derivada parcial con el subscripto que indica la varia-
v E S ble gue se mantiene constante en la derivada parcial, y
su direccién indica nuevamente el signo.

Con la ayuda del diagrama podemos formular una es-
trategia para expresar cualquier variacion de una
variable termodinamica en términos de cantidades que
se pueden determinar experimentalmente, tales como

Fig. 7.2. El cuadrado termodinamico.

o)

74 aV D
C\/'p y (E) = Vap y (g) = —VKT , (ﬁ_T) = pO{V (7101)
p T 4

es decir una capacidad calorifica y cantidades que provienen de la ecuacion de estado que vin-
cula p, v, T). Tanto G, como C, se pueden considerar como basicos (generalm@ntes el
gue se determina experimentalmente):

Gy =(@) =T(§) : cp=(ﬂ) =T(§) (7.102)
or), \dr), ar), “\ir),

y su relacion esta dada en términos de cantidades que se obtienen de la ecuaciéon de estado (ve
arriba):

ap aV
C,-CG =T|—| | —=| =pVT 7.103
) (W)V((?T)p PV Ty (7109

Es facil verificar que las propiedades termomecanigasa, y Ky no son independientes, sino
gue entre ellas se cumple la relacion
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o

P__ 7.104
' p ( )

de modo que basta conocer dos de ellas.

A continuacién recordamos las tacticas que podemos usar para expresar una cierta derivada

parcial dada en términos de cantidades medibles.

(a) Reemplazar las derivadas parciales de los potenciales respecto de sus variables adyacentes e
la Fig. 7.2 por sus variables relacionadas (siguiendo las flechas, por ejemplo:
(0F /Ty, =-S, etc.).

(b) Reemplazar una derivada parcial de un potencial con respecto de una variable no adyacente,
gue se puede obtener de su ecuacion basica. Por ejemplé, deSdT - pdV podemos

obtener
(ﬁ) =—S(£) -p (f) =—S(£) —p(ﬂ) , etc. (7.105)
V) v S/ IS/ IS/

(c) Usar una o0 mas de las relaciones de Maxwell (que podemos recordar usando la Fig. 7.2).
(d) Usar las propiedades basicas de las derivadas parciales, por ejemplo,zqug(is) Yy
u=u(x,y), se tiene que

(%) _(&u/é'x)y_l (6')6) (o”_x) _(9z/ )y (7.106)
ox y_ (du/dz), - 0z y - '

v/, (0z/ax),,

[i(%) ] {i(%) (7,107

ax\ay) , dy\ox),

Con la ayuda de estas tacticas, las estrategias convenientes son:

(1) si un potencial es una variable independiente en la derivada parcial dada, transformarlo en
variable dependiente usando (d) (“llevarlo al numerador”) y entonces usar (a) o (b) para
eliminar el potencial.

(2) si la entropia es una variable independiente en la derivada parcial dada, o de resultas del paso
anterior, llevaiS al numerador y eliminarla usando (c) o bien las (7.106) y (7.107).

(3) si las derivadas parciales medidas en la ecuacién de estado téeeneh numerador, usar
(d) en el resultado de aplicar los pasos anteriores para llevarlo al numerador.

(4) si la ecuacion de estado es de la forma f(V,T), llevarp al numerador.

El resultado de estos procesos sera una expresion de la derivada parcial que nos interesa en tér
minos de cantidades medidas o medibles.

X
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